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A pa´lya´zatban ha´rom kutato´ vett re´szt: T. So´s Vera, akade´mikus, Gyo˝ri
Ervin, a tudoma´nyok doktora, e´s pa´lya´zatvezeto˝ke´nt e´n, Simonovits Miklo´s
(akad. lev tag). Ce´lunk elso˝sorban a kora´bbi kutata´saink folytata´sa, illetve
az azokbo´l ado´do´ u´jabb ke´rde´sek vizsga´lata volt.
Az a´ltalunk vizsga´lt, szertea´gazo´, de me´gis szorosan o¨sszefu¨ggo˝ teru¨letro˝l
kiemelne´nk az ala´bbiakat.
1. Klasszikus extrema´lis gra´felme´leti e´s Ramsey elme´leti ke´rde´sek, ko¨zo¨n-
se´ges gra´fokra, ill. hipergra´felme´leti extrema´lis gra´felme´leti proble´ma´k
vizsga´lata, hipergra´felme´leti Ramsey proble´ma´k.
2. Hipergra´felme´leti Ramsey e´s extre´m proble´ma´k kapcsolata.
3. Ramsey-Tura´n t´ıpusu´ hipergra´f proble´ma´k.
4. Erdo˝s-Kleitman-Rothschild t´ıpusu´ ke´rde´sek vizsga´lata.
5. Gra´fsorozatok konvergencia´ja´nak, gra´fok metrikus tere´nek e´rtelmeze´se,
a ku¨lo¨nbo¨zo˝ konvergenciafogalmak ekvivalencia´i.
6. Elo˝bbi alkalmaza´sai, gra´fok loka´lis e´s globa´lis tulajdonsa´gai kapcsola-
tainak vizsga´lata, parameter testing.
7. Algebrai mo´dszerek alkalmaza´sa illeszkede´si struktu´ra´k vizsga´lata´ban
1. Klasszikus gra´felme´leti te´ma´k:
extrema´lis gra´felme´leti ke´rde´sek.
Hipergra´felme´leti proble´ma´k vizsga´lata
Az adott perio´dusban eredme´nyes kutata´st ve´geztu¨nk a hipergra´fokban tala´l-
hato´ hosszu´ ko¨ro¨ket biztos´ıto´ felte´telekkel kapcsolatban, idevonatkozo´ hi-
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pergra´f Ramsey ke´rde´sekro˝l, ezekben a hipergra´f regularita´si lemma fel-
haszna´la´sa´ro´l.
Ezek ko¨zo¨tt megeml´ıtju¨k az Erdo˝s-T. So´s Fa-sejte´sre vonatkozo´ Ajtai-
Komlo´s-Simonovits-Szemere´di eredme´nyeket, de nem re´szletezzu¨k o˝ket, mert
le´ıra´suk kisse´ elhu´zo´dik, elso˝sorban a bizony´ıta´s bonyolultsa´ga miatt. Pro´ba´l-
juk a re´szleteket leegyszeru˝s´ıteni.
Ugyancsak megeml´ıtju¨k Kohayakawa, Skokan e´s Simonovits eredme´nyeit
pa´ratlan ko¨ro¨k Ramsey proble´ma´ira vonatkozo´an. Kiemelju¨k az ala´bbit: ha
n > n0, akkor a 3-sz´ınu˝ Ramsey fu¨ggve´ny, R(Cn, Cn, Cn) = 4n − 3. Az
uto´bbi ido˝kben ezt kiterjesztettu¨k bizonyos, a diagona´lison k´ıvu¨li esetekre
is, azaz, amikor a ku¨lo¨nbo¨zo˝ ko¨ro¨k hossza nem azonos. A bizony´ıta´s sta-
bilita´si te´telekre, tova´bba´ a Regularita´si Lemma´ra ta´maszkodik. Legve´gu¨l
megeml´ıtju¨k a 7-szerzo˝s, 3-uniform hipergra´fok n pontu´ laza ko¨reire vonat-
kozo´ eredme´nyu¨nket is.
Tova´bbi e´rdekes eredme´nyeket bizony´ıtott Gyo˝ri, P. Balister-rel, Le-
hel Jeno˝vel e´s R. Schelp-pel ko¨zo¨sen, adott hosszu´sa´gu´ utat nem tartal-
mazo´, o¨sszefu¨ggo˝ gra´fokro´l (megjav´ıtva Kopylov eredme´nyeit, melyek a h´ıres
Erdo˝s-Gallai eredme´nyeket jav´ıtotta´k).
Ve´gu¨l megeml´ıtju¨k Gyo˝ri gra´fok bizonyos specia´lis (ko¨rnyezet-megku¨lo¨n-
bo¨zteto˝) sz´ıneze´si eredme´nyeit is.
1.1. Extrema´lis eredme´nyek alkalmaza´sa sza´melme´letben
Erdo˝s, Sa´rko¨zy e´s T. So´s bizonyos kora´bbi eredme´nyeiben extrema´lis gra´fel-
me´leti ke´rde´sekre vezette´k vissza bizonyos sza´melme´leti feladatok megolda´sa´t.
Ezzel kapcsolatban Gyo˝ri Ervin – jav´ıtva Sa´rko¨zy Ga´bor kora´bbi becsle´se´n,–
sze´p, meglepete´su¨nkre pontos eredme´nyeket bizony´ıtott a C6-mentes pa´ros
gra´fok maxima´lis e´lsza´ma´ra vonatkozo´lag, az aszimmetrikus esetben (amikor
teha´t a pa´ros gra´f egyik oszta´lya jo´val nagyobb, mint a ma´sik).
A fenti feladatok megolda´sa´hoz Gyo˝rinek u´j mo´dszereket kellett kidol-
goznia. Ezekkel az Erdo˝s-Sa´rko¨zy-T. So´s ke´rde´seket is megva´laszolta. Ke´so˝b-
bi cikke´ben az extrema´lis gra´fokat is megtala´lja. Ku¨lo¨n e´rdekesse´g, hogy a
mo´dszerbo˝l pontos felso˝ becsle´st sikeru¨lt kapni a (nem felte´tlenu¨l uniform)
ha´romszo¨gmentes hipergra´fok e´lme´reto¨sszege´re.
Sza´melme´leti alkalmaza´saink ko¨zo¨tt megeml´ıtju¨k – egyebek ko¨zo¨tt – a
Dietmann-Elsholz-Gyarmati-Simonovits eredme´nyeket, ahol szinte´n a kom-
binatorikus (extre´m gra´felme´leti) eszko¨z megjav´ıta´sa adja a sza´melme´leti
jav´ıta´st.
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1.2. Gra´f e´s hipergra´felme´leti Ramsey e´s
extre´m proble´ma´k kapcsolata
Az uto´bbi ido˝ben to¨bb olyan eredme´ny szu¨letett, melyben akt´ıvan vettu¨nk
re´szt, e´s ahol extre´m gra´felme´leti eredme´nyek alkalmaza´sake´nt kapunk Ram-
sey t´ıpusu´ eredme´nyeket, illetve, ahogyan azt fent is eml´ıtettu¨k, stabilita´si
mo´dszerekkel ko¨zel´ıtve, pontos extrema´lis eredme´nyeket kaptunk.
Ilyen eredme´nyek pl. Fu¨redi e´s Simonovits te´tele a Fano s´ık extre´m
proble´ma´ja´ra vonatkozo´an, ahol az e´les eredme´nyt de Caen, Fu¨redi (ill.
Fu¨redi e´s Ku¨ndgen) kora´bbi eredme´nyeire ta´maszkodva kaptuk meg. Ugyan-
csak ilyen eredme´ny Fu¨redi, Pikhurko e´s Simonovits ke´t extre´m hipergra´fel-
me´leti eredme´nye is. Ezen ha´rom cikk aze´rt e´rdekes, mert igen keve´s hi-
pergra´felme´leti, pontos eredme´ny ismert.
1.3. Ramsey-Tura´n t´ıpusu´ hipergra´f proble´ma´k
Tura´n Pa´l e´s Erdo˝s Pa´l kezdeme´nyezte bizonyos Tura´n t´ıpusu´ extrema´lis
te´telek alkalmaza´sa´t geometria´ban, ta´volsa´geloszla´sokra. Ehhez kapcsolo´dtak
Katona Gyula e´s Szidorenko eredme´nyei a valo´sz´ınu˝se´gsza´mı´ta´sbeli alkal-
maza´sokkal. Ennek kapcsa´n, hogy jobb eszko¨zo¨kho¨z jussunk, kezdeme´nyezte
T. So´s Vera olyan extrema´lis feladatok kutata´sa´t, ahol bizonyos re´szgra´fok
kiza´ra´sa mellett me´g a nagyon nagy fu¨ggetlen csu´cshalmazokat is kiza´rtuk.
Ezek a Ramsey-Tura´n t´ıpusu´ proble´ma´k.
Ezen vizsga´latok nyoma´n meglepo˝, u´jszeru˝ jelense´geket fedeztu¨nk fel.
Hipergra´fokra ezen ke´rde´sek vizsga´lata´t ugyancsak Erdo˝s e´s T. So´s Vera
kezdeme´nyezte.
Besza´molo´nkban ke´t idevonatkozo´ teru¨leten eml´ıtju¨k meg eredme´nye-
inket. T. So´s e´s Simonovits a ve´letlen gra´fok proble´ma´inak hierarchia´ja´ra
vonatkozo´ kutata´saiban 4 proble´mako¨rt definia´ltak e´s vizsga´ltak meg. Egyik
ezek ko¨zu¨l teljesen visszavezetheto˝ a (fu¨ggetlense´gi felte´tel ne´lku¨li, to¨bbsz´ınes)
Ramsey-Tura´n proble´ma´kra. Egy ma´sik oszta´ly le´ıra´sa´t le´nyege´ben a tu´lte-
l´ıtett gra´fokra vonatkozo´ te´telek seg´ıtse´ge´vel lehetett megadni. Bizonyos
itt kutatott ke´rde´sek mindma´ig megoldatlanok e´s kapcsolo´dnak a fontos e´s
sze´p Ro¨dl-Rucinski te´telekhez. Idevonatkozo´ kutata´sainkat me´g folytatni
sza´nde´kozunk a jo¨vo˝ben.
A hipergra´f extrema´lis proble´ma´k teljesen ma´ske´nt viselkednek mint a
ko¨zo¨nse´ges extrema´lis proble´ma´k. Ezt a ku¨lo¨nbse´get vizsga´lta T. So´s Vera,
Erdo˝ssel kora´bban, majd nyomukban sza´mos elismert kutato´. Az egyik ilyen
me´lyebb Erdo˝s-T. So´s ke´rde´s az volt, hogy vannak-e olyan ha´rom-uniform hi-
pergra´fok, amelyre a o(n)-es stabilita´ssza´m esete´n is pozit´ıv a Ramsey-Tura´n
3
”extre´m su˝ru˝se´g”, de a Tura´n extre´m sza´m e´s a Ramsey-Tura´n extre´m sza´m
– r-uniform esetben – cnr-rel te´r el egyma´sto´l: az aszimptotikus su˝ru˝se´gek
pozit´ıvak, de nem azonosak. Most Dhruv Mubayi-val ko¨zo¨sen So´s Vera
visszate´rt ehhez a ke´rde´shez, e´s u´jabb e´rdekes explicit konstrukcio´kat adott
meg az adott jelense´gre vonatkozo´an.
2. Erdo˝s-Kleitman-Rothschild t´ıpusu´
ke´rde´sek vizsga´lata
Ezek a ke´rde´sek ne´ha´ny egyma´ssal szorosan o¨sszefu¨ggo˝ alteru¨letre bont-
hato´k. Szo´ van olyan ke´rde´sekro˝l, hogy adott kiza´rt alakzatok esete´n adott
me´retu˝ objektumok tipikus struktu´ra´ja milyen lehet. A kiindulo´ te´telek arro´l
szo´lnak, hogy majdnem minden ilyen gra´f valamilyen nagyon gyenge aszimp-
totikus e´rtelemben egy megfelelo˝ oszta´lysza´mu´ Tura´n gra´f re´szgra´fjaike´nt vi-
selkedik. Ezeket az Erdo˝s-Kleitman-Rothschild/ Erdo˝s-Frankl-Ro¨dl t´ıpusu´
te´teleket a´ltala´nos´ıtottuk, bebizony´ıtva, hogy a kiza´rt gra´fok pontosabb
struktu´ra´ja ismerete´ben a tipikus Kiza´rt-Gra´f-Mentes n pontu´ gra´fok struktu´-
ra´ja is sokkal pontosabban ı´rhato´ le, mint ahogyan azt a kora´bbi eredme´nyek
leheto˝ve´ tette´k.
A Balogh-Bolloba´s-Simonovits eredme´nyek ma´r kezdetben is igen meg-
jav´ıtotta´k az Erdo˝s-Frankl-Ro¨dl becsle´seket. U´jabb publika´la´sra leadott,
illetve publika´la´s alatt a´llo´ eredme´nyeink megadja´k majdnem mindegyik
Kiza´rt-Gra´f-Mentes n pontu´ gra´f struktu´ra´ja´t a kiza´rt gra´foszta´ly dekom-
poz´ıcio´s oszta´lya seg´ıtse´ge´vel. A do¨nto˝ a´tto¨re´s teha´t az, hogy nem csak loga-
ritmikusan e´les becsle´seket adunk az adott gra´fok sza´ma´ra, hanem majdnem
mindegyik gra´fra jo´ struktu´ra´lis le´ıra´st.
Idevonatkozo´ eredme´nyeinket me´g to¨bb vonalon folytatjuk.
O¨ro¨klo¨do˝ gra´ftulajdonsa´gok
Sza´melme´letben kezdo˝do¨tt e´s sokat vizsga´lt annak vizsga´lata, hogy nagy
struktu´ra´kban (pl. 0-1 sorozatokban) adott k me´retu˝ ku¨lo¨nbo¨zo˝ kis re´sz-
struktu´ra´k (pl. n-hosszu´ blokkok) sza´ma´bo´l hogyan lehet ko¨vetkeztetni a
nagy struktura´ra (globa´lis tulajdonsa´gokra).
Ezzel analog ke´rde´st vizsga´lunk gra´fokra (Balogh-Bolloba´s-Saks-So´s). It-
teni fogalmaza´sban: o¨ro¨kletes gra´foszta´lyok esete´n az n szo¨gpontu´ ku¨lo¨nbo¨zo˝
nem izomorf gra´fok sza´ma: f(n, P ) lehetse´ges viselkede´se nagyon ko¨to¨tt, pl.
vagy polinomia´lis nagysa´grendu˝ vagy sokkal nagyobb (legala´bb S(n) ≈ e
√
n,
4
(ugra´s van) e´s a polinomia´lis esetben a struktu´ra ero˝sen ko¨to¨tt e´s pontosan
le´ırhato´.
Nevezzu˝nk egy H n-pontu´ gra´fot k-struktura´ltnak, ha csu´csai k oszta´lyba
sorolhato´k u´gy, hogy az oszta´lyok ko¨zo¨tt vagy teljes vagy u¨res pa´ros gra´f van,
tova´bba´ minden oszta´ly vagy u¨res vagy teljes gra´f. Ha f(n, P ) polinomia´lis,
akkor van olyan k e´s `, hogy minden P -beli n szo¨gpontu´ gra´f egy alkalmas
k-struktura´lt gra´f e´s egy olyan F gra´f szimmetrikus differencia´ja, ahol F -nek
minden komponense legfeljebb ` pontu´.
A ke´rde´st sza´mozott szo¨gpontu´ gra´fokra ma´s motiva´cio´bo´l kiindulva
ma´r kora´bban vizsga´lta´k, (Scheinerman-Zito, az uto´bbi ido˝ben kiterjedten
Balogh-Bolloba´s-Weinreich).
3. Gra´fsorozatok konvergencia´ja´nak,
gra´fok metrikus tere´nek e´rtelmeze´se,
a ku¨lo¨nbo¨zo˝ konvergenciafogalmak ekvivalencia´i
Az alapke´rde´s: ,,nagy” gra´fok karakteriza´la´sa, mikor hasonl´ıt egyma´shoz,
mikor van ko¨zel egyma´shoz ke´t (nagy) gra´f (ami az uto´bbi e´vekben to¨bbek
ko¨zo¨tt ku¨lo¨nbo¨zo˝ alkalmaza´sok miatt igen intenz´ıven vizsga´lt).
Ezzel foglalkozik Borgs-Chayes-Lova´sz-T. So´s-Vesztergombi to¨bb dolgo-
zata.
Alkalmasan e´rtelmezve gra´fokon metrika´t, to¨bbfe´le mo´don (Gn) gra´fsoro-
zatok konvergencia´ja´t, to¨bbek ko¨zo¨tt az deru¨l ki, hogy a ”hasonlo´sa´gnak”
to¨bb ekvivalens e´rtelmeze´se, me´re´se lehetse´ges. Mindezek kapcsolatban van-
nak ku¨lo¨nbo¨zo˝ statisztikus fizika´ban szereplo˝ fizikai parame´terekkel (ku¨lo¨n-
bo¨zo˝ energia-fogalmak), multiway-max cut -tal, Szemere´di regularita´si lem-
ma´val, ”property ill. parameter testing”-gel, stb.
Definia´lja´k a ”bal- ill. jobb konvergencia´t” kis gra´foknak a Gn -be ke´pezo˝
ill. Gn - nek kis gra´fba valo´ homomorfizmus su˝ru˝se´geivel, valamint konver-
gencia´t a gra´fokon alkalmasan e´rtelmezett ta´volsa´g segitse´ge´vel.
Kideru¨l, hogy ezek e´s ne´ha´ny tova´bbi konvergencia e´rtelmeze´s ekviva-
lensek, so˝t a ku¨lo¨nbo¨zo˝ e´rtelmeze´sek mo¨go¨tt a´llo´ o¨sszefu¨gge´sek kvantitat´ıv
forma´ban adhato´k meg, tova´bba´ globa´lis e´s loka´lis tulajdonsa´gok kapcso-
lata´ra vezetnek.
Ezek az eredme´nyek, valamint a Szemere´di regularita´si lemma, annak
ku¨lo¨nbo¨zo˝ forma´in keresztu¨l ku¨lo¨nbo¨zo˝ ira´nyu´ alkalmaza´sokhoz vezetnek.
Lova´sz e´s Szegedy abbo´l kiindulva, hogy minden konvergens gra´fsorozat
limesze egy alkalmas me´rheto˝ ke´tva´ltozo´s fu¨ggve´ny, le´trehoztak egy elme´letet,
amely a fent jelzett eredmenyeket is ma´s megvila´g´ıta´sba helyezi.
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Az az eset, amikor egy gra´fsorozat limesze alkalmas e´rtelmeze´ssel egy
ve´ges gra´f (le´pcso˝fu¨ggve´ny), vezetett az a´ltala´nos´ıtott kva´zive´letlen gra´fhoz
vizsga´lata´hoz; ahhoz, hogy a kva´zive´letlen gra´fhoz hasonlo´an az a´ltala´nos´ıtott
kva´zive´letlen gra´fot ve´ges sok re´szgra´f su˝ru˝se´ge meghata´rozza (Lova´sz-So´s).
Valo´ja´ban itt to¨bbro˝l van szo´, a fent jelzett te´telek egy re´sze u´gy interpre-
talhato´, hogy az ismert (Graham-Chung altal megfogalmazott) kva´zive´letlen
gra´ftulajdonsa´gok ekvivalencia´inak to¨bbse´ge az itteni a´ltala´nos elme´let ered-
me´nyeinek specia´lis esetei, ko¨vetkezme´nyei. Egy le´nyeges kive´tel a kva´zi-
ve´letlen gra´fok saja´te´rte´kekkel valo´ karakteriza´la´sa.
A Szemere´di-regularita´si lemma e´s a kva´zive´letlen gra´fok kapcsolata´t egy
re´gebbi dolgozatunkban vizsga´ltuk (Simonovits-So´s).
Megjegyezzu¨k, hogy a kva´zive´letlen struktu´ra´k e´s a Szemere´di regu-
larita´si lemma vizsga´lata az uto´bbi e´vekben ugra´sszeru˝en fejlo˝de´snek in-
dult, nem utolso´ sorban a sza´mos me´ly e´s fontos alkalmaza´s miatt (pl.
sza´melme´letben).
Az adott te´ma´kbo´l 2007 janua´rja´ban egy igen sikeres nemzetko¨zi konfe-
rencia´t is szerveztu¨nk.
4. Algebrai mo´dszerek alkalmaza´sa illeszkede´si
struktu´ra´k vizsga´lata´ban
Elekes Gyo¨rgy, Simonovits Miklo´s e´s Szabo´ Endre, Elekes e´s Ro´nyai bizonyos
kora´bbi eredme´nyeihez kapcsolo´dva, Elekes e´s Szabo´ bizonyos me´lyebb al-
gebrai jellegu˝ eredme´nyeit haszna´lva, geometria proble´ma´kat oldott meg:
olyan te´teleket bizony´ıtott, melyekben go˝rbeseregek (pl. egyse´g-ko¨rsere-
gek) ha´romszoros illeszkede´si pontjai sza´ma´t becslik. A szerzo˝k anal´ıtikus
fu¨ggve´nyek szingularita´sait vizsga´lva, teha´t komplex fu¨ggve´nytani mo´dszerek-
kel e´rnek el u´jszeru˝ eredme´nyeket.
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